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V qX e ö Õ � Õ ± Í h \ � ��y�� m : y ¶�½�¹ r y q�m e z�º ý ± Í h4¾.·�¶fe z ± Í h
¶�½�¹ß½¾¿ ¾À � ¿:¼�¾
¶�½�¹ [¹\ �

ÀÂ ��y�� m : y ¶�½�¹ r y à z ± Í á ÈÊ m�c r aF»bÃÂ ¾Ä¾Å
n �

V lX e ö Õ � Õ ± Í h \ � Ê ò ��y�� m � w0: y ¶�½J¹ r y q�m * z ± ÍÊ ò , ¾.·8¶ * z ± ÍÊ ò ,
¶�½�¹ ½¾¿ ¾À � ¿:¼�¾
¶�½�¹ [¹\ � Ê ò

ÀÂ ��y�� m : y ¶�½�¹ r y * z ± ÍÊ ò , ÈÊ m�c r aF»b Â ¾Ä¾Å
n �

e�ò\Î ç h

¸�·,¼ ö x � Ó)�8V1Ñ � Õ �
rLxYy
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¼�Â�²\´�¸�·:À'À�· Ì ½J¹\Ç1¾.·,¹E¶2Â*¼�¿+½�¹�Â.¶� ñ�Æ\Ù,µ8½V¶2Âþ3¶|¸?¼*´Ù,µ\´
¹E¾.Æ � Ô!± Ó �

�� ¶�Â�¿:É8½'À'½JÂ2ÆL¾.·,¹EÃ�½�Â2½�·,¹ � Ô!�GÔ4� rLxYy�� ¿�¾
¾.µ\¼�¿,¾.Æ1¾.¼2½�Â�´
¼2½�·,¹< ± Í V Ï � Õ ±åÑ Õ V lX e ö Õ � Õ ± Í h Ó � ¿:¹EÃ V qX e ö Õ � Õ ± Í hUx n � e�òÔÎ"Ð�h���0�� �Ï�¡£Ë�¤�¢ Þ ¹E¾.´��L¿:¹EÃ;± ²E¿+Ë,´�ÉE´
´
¹LÃ8´
Â�´
¼*ºA½�¹\´Ã�ÓEÂ�²\´�ÄE¿:¼�¿ º<´
Â�´
¼�¶oêL¿ ¹EÃU_³å�¿:¼�´RÃ8´Ã8µE¾.´Ã
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¿:Â2½�·,¹�·:¸IÂ�²8½V¶A¶2Â�´
Ä Ì ·,µ8ÀVÃ

¼*´Ù,µ8½�¼�´A¿D¶�´
¹E¶�½�Â2½�Ë,½�Â2ÆL¶2Â�µEÃ8Æ�·:¸LV lX ¿:¹EÃ;V qX Ì ½�Â�²1¼*´
Ç�¿:¼�Ã�Â�·Ç�ï¿:¹EÃ;±èÓ Ì ²8½á¾*² Ì ´�²E¿+Ë,´R¹\·,Â�Â�¿:Ê,´
¹1µ\ÄQÎ

Ú�· Ì ´
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Minimal and maximal algebraic errors

îa½�Ç,µ\¼*´ � Ýp||´
²E¿+Ë,½�·,¼R· ¸;Â�²\´�´.Õ\Â�¼�´
ºÈ¿[À�´
¼�¼*·,¼�¶pV lX e ö Õ � Õ ±WhK¿:¹EÃ¯V qX e ö Õ � Õ ± h Ì ½�Â�²ï¼�´¶�ÄE´¾.ÂRÂ�·;± ¸?·,¼

Â*²\´ � ä ì ¶�¾*²\´
º<´³e ö \ � h;¿:¹EÃL¿A¶2Â�¿ É8½&À'½�Â2Æ1¼�¿:Â2½�·ç�b\ � { ì Î

�¦¼2½�·,¼�Â�·AºÈ¿+Õ8½�ºA½�í.½J¹\Ç�±ØÓ�½�Â|½V¶�²\´.À�Ä8¸?µ8À�Â*·�²E¿+Ë,´R¿:¹<½VÃ8´¿<¿ ÉE·,µ\Â�Â�²\´�ÉE´
²E¿+Ë�½J·�¼I·:¸�V lX e ö Õ � Õ ±Wh�¿ ¹EÃV qX e ö Õ � Õ ±8h Ì ½�Â�²1¼�´¶�ÄE´¾.Â�Â�·ç± ¸�·,¼|õ\Õ\´Ã ö ¿:¹EÃØ��ÎUîa½�Ç,µ\¼�´ � ½&À'À�µE¶2Â�¼.¿:Â�´¶�Â�²\´RÂ2Æ�Ä8½V¾
¿+À�¶�²E¿:ÄE´¶�· ¸ìV lX
¿ ¹EÃ�V qX ¿,¶a¸?µ\¹E¾.Â�½J·�¹E¶K·:¸�± ¸?·�¼KÇ:½�Ë,´
¹ ö ¿ ¹EÃÇ�KÎUâ,Â�¿:¼�Â2½�¹\Ç�¸�¼�·,º ÄF·�¶�½�Â2½�Ë,´IË:¿+À�µ\´¶U¸�·,¼L± ¾*À�·�¶2´IÂ*· � Ó:ÉE·,Â*²V lX ¿ ¹EÃoV qX ¾*À'½�ºAÉ1Â�·�Â�²\´.½�¼Iº�¿+Õ�½�ºÈ¿[ÀBË[¿[ÀJµ\´¶�¿:Â�¶2·,º<´�ÄE·:½�¹8Â�ÉE´.¸�·,¼�´�Ã8´¾.¼�´¿,¶�½J¹\Ç�¶2Â�´¿,Ã�½'À�ÆÅ¿ ¹EÃ<ÄF´
¼�²E¿:ÄE¶
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Â.¿:Ê,½�¹\Ç<¹\´
Ç8¿:Â2½�Ë,´RË[¿[ÀJµ\´¶�Îp��½JË�´
¹ ö ¿:¹EÃ��KÓ�¸?·�¼ � d � ¶2ºÈ¿+À'À�´
¹\·,µ\Ç�²QÓ8½�Â�½V¶IÄF·�¶�¶�½�É8À�´AÂ�·È¾.·,¹E¶�½VÃ8´
¼± lí e ö Õ �%h-î ¶�ºÈ¿+À'À�´¶2Â7Ë:¿+À�µ\´�·:¸L± ¸?·�¼ Ì ²8½á¾*²ÃV lX e ö Õ � Õ ±8hF\ �± qí e ö Õ �%h-î ¶�ºÈ¿+À'À�´¶2Â7Ë:¿+À�µ\´�·:¸L± ¸?·�¼ Ì ²8½á¾*²ÃV qX e ö Õ � Õ ±8hF\ n � e�ò\Î���h
�������8�µ´4�87Í¶F¥��)ª9·¸�¦� ö x � ���D� � d � ��º³��¼�¼��s��¥� �'¸µv§�¥��ç± lí �����B± qí ¤}¥~«¢� Ì �¼�¼ ´ ����ªÇ�D�¦��® 4µ��	�	�U���g�b�¦¥���¤}£��� �¥� ��)§� ����s¤}£�¥��f�`¥�§��9®D¶F ��¦¤�µ���zº'¥��g� © ± lí e ö Õ �%h £°�U�Y���¦�s�g�z�¸�	£��m'�§	 ��D�¤}£�¥���¥�§Ç� ©Ì µ�����¦�k��± qí e ö Õ �/hc£°�J���8£��D����¦�k��£��)';§	 ��D�¤}£�¥��8¥�§��9®Î�ÏÑÐ%Ð�Ò ±�²\´�´.Õ8½V¶2Â�´
¹E¾.´A·:¸�±Bïí e ö Õ �%hQ¸�·,¼ � ¶�ºÈ¿+À'À�´
¹\·�µ\Ç,²�¶2Â*´
ºÈ¶�¸�¼�·,º Â�²\´�ÉF´
²E¿Ë�½�·,¼R·:¸LV lX ¿:¹EÃ¯V qX
Ì ½JÂ*²L¼�´¶2ÄF´¾.Â7Â*·ð±èÎ;±³²\´.½J¼R¾.·,¹8Â2½�¹�µ8½�Â2Æ�½V¶7¿»¾.·,¹E¶2´Ù�µ\´
¹E¾.´D· ¸�Â�²\´>½�º<Ä8À'½á¾*½�Â>¸?µ\¹E¾.Â2½�·,¹E¶�Â�²\´
·,¼*´
ºLÎ;±�²\´.½�¼

º»·,¹\·,¹\·,Â2Æ Ì ½�Â�²å¼�´¶2ÄF´¾.ÂIÂ�·ç�ï¾.·,º<´¶|¸�¼�·,º �K¼*·,ÄE·�¶�½JÂ�½J·�¹�ò\Î � Î Ô
ôã´D¿:¼�´A¿:Â�ÀV¿,¶2Â�¼�´¿,Ã8Æ�¸�·,¼IÂ�²\´9·,Ä\Â2½�ºÈ¿+À�¶�Â�¼�¿:Â�´
Ç�Æ,Î Þ ¹LÂ�²\´9Ç,¼�·,µ\¹EÃ\¶�·:¸KÂ�²\´D¿ ÉE·:Ë,´RÄ\¼�·,ÄF´
¼�Â2½�´¶
Ó Ì ´

½�¹8Â�µ8½�Â2½�Ë,´.À�Æ�¸?´
´.ÀQÂ�²E¿ Â��L¿ ¹EÃ;± ºDµE¶�ÂÁÉF´�Ã8´
Â�´
¼�ºA½�¹\´ÃÅ½J¹L¶�·,º<´R¶�½�ºDµ8À�Â�¿ ¹\´
·,µE¶ Ì ¿+Æ(¶�·(¿�¶;Â*·Dº�¿+Õ�½�ºA½�í
´± µ\¹EÃ8´
¼7Â*²\´D¿,¾
¾.µ\¼�¿�¾.ÆÅ¾.¼2½�Â�´
¼�½J·�¹QÓ Ì ²8½V¾*²�¿:Ä\ÄF´¿:¼�¶�Â*·<ÉE´RÂ�²\´9º<·�¶2Â|½�º<ÄF·,¼�Â�¿:¹8Â7¾.·,¹E¶�Â�¼�¿+½�¹8ÂÎñ æQ�m���s�D�ò´4�}�Nó9¥��f��£������¶Q��¥�« ¼ �sº�e��7�h�£�� Ì µ�£��	µc¤�µ��³¥�«õô��z�¤}£8"�%§	 ��D�¤}£�¥�� é� � µ��¸�J«¢�¦�s�c�g�»¶Q¼½���z�¦�U« �
��� ±�®����z�	 �º³�J¤�µ���¤9¤�µ��1¤�µ����	�zµ�¥�¼½� � £ �)��º³��¼�¼I���¥� ö'kµÑ®÷ Fµ��s� © ¤�µ��1�¦¥� 	¶Q¼½�¨e�� Õ ±WhÇ£°���	¥�¼½ �¤}£�¥��t¤}¥je��7�h£ §J���D�U¥��D¼½�`£ §B± lí e ö Õ �/h�\Ò± qí e ö Õ �%hJ\9± ®
Î�ÏÑÐ%Ð�Ò�R�´
Â;e�� Õ ±Wh,ÉE´|Â�²\´;·�Ä\Â2½�ºÈ¿+À,ÄE¿:¼�¿:º»´
Â�´
¼�¶
Îaú�¸�± lí e ö Õ �%h'Ô!± qí e ö Õ �%hBÓ*Â�²\´
¹R¸�·,¼�Â�²\´Á¿�¾
¾.µ\¼�¿,¾.Æ

¾.¼�½JÂ*´
¼2½�·,¹1Â�·AÉE´Rº<´
Â+Ó Ì ´�ºAµE¶2Â;²E¿+Ë,´+± \£± lí e ö Õ �/h.ÎQÚI· Ì ´
Ë,´
¼Ó8É8Æ<Ë,½�¼�Â*µ\´R·:¸�Â�²\´�Ä\¼�·,ÄF´
¼�Â2½�´¶�Ê8¹\· Ì ¹

¸�·,¼pV lX ¿ ¹EÃ¯V qX Ó8½�Â�½á¶³ÄE·�¶�¶�½JÉ8À�´AÂ�·È¾*²E¿:¹\Ç,´+�åÂ�·ç� Í d©�KÓ\¶2·<Â*²E¿:Â± lí e ö Õ �/hJÔø± lí e ö Õ � Í hUÔø± qí e ö Õ � Í hUÔø± qí e ö Õ � Í h
¿ ¹EÃ×Â*²�µE¶be�� Í Õ ± Í h Ì ½JÂ*²ù± Í \Z± lí e ö Õ � Í h Ì ·,µ8ÀVÃ0ÉF´ ¿èÉF´
Â�Â�´
¼L¾
¿:¹EÃ�½VÃ\¿:Â*´,Î RF½�Ê,´ Ì ½á¶�´,Ó�¿,¶�¶2µ\º(½J¹\Ç± lí e ö Õ �%hUd�± qí e ö Õ �/hÈ¿[Àá¶�·�ÀJ´¿�Ã\¶�Â�·Å¿1¾.·�¹�Â�¼.¿,Ã�½V¾.Â2½�·,¹QÎ�±�²8½V¶�½�º<Ä8À'½�´¶�Â*²\´D´Ù�µE¿+À'½�Â2Æú± lí e ö Õ �%h`\± qí e ö Õ �%h�ÎQ±�²\´
¼�´�½V¶I¹\·�Ã�½&ø1¾.µ8ÀJÂ2Æ�½�¹�¶�²\· Ì ½J¹\Ç�Â�²\´�¾.·,¹8Ë,´
¼�¶�´,Î ÔR�´
ÂDµE¶�Ç ½JË�´Å¶2·�º<´9½J¹E¶�½JÇ�²�Â�¶>½�¹8Â�·1Â�²\´<Ä\¼�¿�¾.Â2½V¾
¿+ÀÁÄ\¼�·\¾.´Ã8µ\¼�´�·:¸;õE¹EÃ�½�¹\ÇB��¿:¹EÃÚ±èÎ;��½JË�´
¹ ö x �

¿ ¹EÃ � d � Ó Ì ´ï²E¿+Ë,´åÂ�·ØÇ�¼�·,ÄE´ï¿ãÀ'½JÂ*Â2À�´ Ì ²8½'À�´)ÉE´.¸�·,¼�´ïÇ,´
Â�Â�½J¹\ÇèÂ�²\´)¾.·,¼�¼*´¾.ÂÈË:¿+À�µ\´ï¸?·�¼o�KÎ îa½�Ç,µ\¼*´

�{û ¼*´
Ä\¼�´¶2´
¹8Â�¶ Ì ²E¿ Â�²E¿:Ä\ÄF´
¹E¶ Ì ²\´
¹Þ�)½V¶A¶2ºÈ¿+À'À�´
¼AÂ�²E¿:¹)Â*²\´È·,Ä\Â�½Jº�¿+ÀÁË:¿+À�µ\´,Î1ú�¹�¶2µE¾*² ¿:¹ ½J¹E¶�Â�¿:¹E¾.´,Ó
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(a) gamma=0.18
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(b) gamma=0.19
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(c) gamma=0.1861

îa½�Ç,µ\¼*´ � Ý;ó�´
Â�´
¼�º(½J¹E¿ Â2½�·,¹L·:¸t��¿ ¹EÃ;± ¸�·,¼ ö \ � ¿:¹EÃ � \ �� q Ë ÎKú�¹Ye û h�Óm�1½V¶�¿9À'½JÂ*Â2À�´(¶�ºÈ¿+À'À�´
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¾.µ\¼�¿,¾.Æ1¾.¼2½�Â�´
¼2½�·,¹

¶2µ\Ä� Æ þ�� m�ì �
	 ¶2µ\Ä� Æ þ�� Ñ ì � 	 V lX * ö Õ � Í � Õ ± Í� Í , Ó �
½�¹8¸� Æ þ�� m�ì �
	 ½�¹8¸� Æ þ�� Ñ ì � 	 V qX * ö Õ � Í � Õ ± Í� Í , x n � e ì Î½��h
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rtsvu

¿:¹EÃé¹\·,Â Þ
rLx�y

¿,¶9½V¶

Â*¼�¿,Ã�½�Â2½�·,¹E¿+À'À�Æ1Â�²\´D¾
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´Ã�Ó ¸?·,¼
¿ ¹�Æ Þ Í \ � Í Þ

rtsvu
ÉE´.À�·,¹\Ç:½�¹\Ç1Â�·»Â�²\´�Ë,´.À�·\¾*½�Â�Æå¼�¿:¹\Ç,´,Ó � Í �)¿:¹EÃ ± � Í ¿ ¼�´RÂ�²\´�¹\·�¹\ä�Ã�½Jº»´
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Ä\¼*·,ÄE´
¼�Â2Æ,Î

�������8���%�}�·¶F¥��%ª;·¹�z� ö x � © � x � © �8V û � Õ �� �
rLx�y
� ö �����©± V û � Õ �� ö © ¤�µ��`º³�z¶�¶Q£��)'k�

� Í ×Ù V lX * ö Õ � Í � Õ ± � Í , ���D� � Í ×Ù V qX * ö Õ � Í � Õ ± � Í ,���g�³£����s�g�z�¸�	£��m';§� ����s¤}£�¥��>�J¥�§J¤�µ��÷"���z£���«	¼½� � Í V Ï � Õ � ÑÑ®Î�ÏÑÐ%Ð�ÒH||Æ1Â�²\´�¾*²E¿+½�¹L¼�µ8À�´,Ó Ì ´R²E¿+Ë,´

5 V�ïX5 � Í \ø� ] V�ïX] � n ±� Í r ] V�ïX] ± Í e ì Î3÷�h
Ì ²\´
¼�´AÂ�²\´<Ã8´
¼2½�Ë[¿:Â2½�Ë,´¶A¿:¼*´DÂ.¿:Ê,´
¹�¿ ÂRÄE·:½�¹8Â³e ö Õ � Í � Õ ± � � Í h�Î9ëR¾
¾.·,¼�Ã�½�¹\ÇLÂ�·t�¦¼�·,ÄF·�¶�½�Â2½�·,¹)ò\Î � Ó�V ïX ½V¶

¿ ¹ï½�¹E¾.¼�´¿,¶�½�¹\Çå¸?µ\¹E¾.Â�½J·�¹Ø·:¸6�KÎÈÚ�´
¹E¾.´,Ó ] V ïX] � x � Î<ú�¸IÂ�²\´»·,Â�²\´
¼DÃ8´
¼�½JË:¿:Â2½�Ë,´ ] V ïX] ± Í ½V¶�¿+ÀV¶2·å¹\´
Ç�¿:Â2½�Ë,´,Ó

´
Ë�½VÃ8´
¹�Â�ÀJÆ 5 V�ïX5 � Í x � ¿:¹EÃL¶2·�V�ïX ½V¶I¿:¹�½�¹E¾.¼�´¿,¶�½J¹\Ç�¸�µ\¹E¾.Â2½�·,¹å·:¸ � Í Î
ú�¹)Â�²\´È¾
¿�¶2´ ] V ïX] ± Í d � Ó Ì ´<¶2Â2½'À'À Ì ¿:¹8Â�Â�·1Ä\¼�·:Ë,´�Â*²E¿:Â 5 V ïX5 � Í x � ÎD±�²E¿ ¹\Ê4¶�Â�·8e ì Î"÷�h�ÓÔÂ�²\´ÈÃ8´¶�½�¼�´Ã
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¹�ÂRÂ�·] V ïX] � e ö Õ � Í � Õ ± � � Í h�� ] V ïX] ± Í�� q�m e ö Õ � Í � Õ ± � � Í h�x ± � Í à � Í � á qfm {||Æ�Â�²\´�¾*²E¿:¹\Ç,´�· ¸�Ë[¿:¼�½á¿ É8ÀJ´Ç� Í \ � Í �ï¿:¹EÃ;± Í \£± � � Í Ó Ì ²E¿ Â Ì ´R²E¿+Ë,´RÂ�·�¶2²\· Ì ½V¶] V ïX] � e ö Õ � Í Õ ± Í h�� ] V ïX] ± Í�� q�m e ö Õ � Í Õ ± Í h�x ± Í� Í e ì Î@?�h
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¹\·,µ\Ç,²ï¶2µE¾�²åÂ�²E¿:Â�± Í \U± þ� e�� Í h�Î¦ú�¹\´Ù�µE¿+À'½JÂ2ÆWe ì ÎF?�h;¾
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Ã8´¾.¼*´¿,¶�½�¹\Ç<¸�µ\¹E¾.Â2½�·,¹å·:¸�� Í V>Ñ � Õ �
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� Ï|¸�·,¼�� d � ¶2µ8øÅ¾*½�´
¹�Â�ÀJÆL¶�ºÈ¿+À'À�Î
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¼7ÄF· Ì ´
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¼�¶�½�·,¹Ø¾.µ\¼*Ë,´¶�¼�´
Ä\¼�´¶�´
¹�Â2½�¹\Ç;V ïX e ö Õ � Í � Õ ± � � Í hÁ¿,¶|¸�µ\¹E¾.Â2½�·,¹E¶
· ¸�± V Ï � Õ ���[� Ñ:ÎL±�²\´�¼�´¶2µ8À�ÂA·:¸|R�´
º»ºÈ¿ ì Î � ´
¹E¶2µ\¼�´¶(Â�²E¿:ÂR½'¸ � Í Í d � Í ÓUÂ�²\´
¹#! l e � Í Í hà¿[À Ì ¿+Æ\¶�À'½�´¶

¿ ÉE·:Ë,´$! l e � Í h�ÓE¿:¹EÃ�! q e � Í Í h7¿+À Ì ¿+Æ\¶�À'½�´¶�¿ ÉE·:Ë,´$! q e � Í hBÎR±�²8½V¶�Ç,´
·�º<´
Â�¼2½V¾
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¾.µ\¼�¿,¾.Æ1¾.¼2½�Â�´
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îa½�Ç,µ\¼*´ ì Ý1ú�À'À�µE¶2Â�¼.¿:Â2½�·,¹×· ¸¨R�´
º»ºÈ¿ ì Î � Î³��¼�·,µ\Äè´
¼�¼�·,¼.¶©V�ïX e ö Õ � Í � Õ ± � � Í h ¿,¶>¸�µ\¹E¾.Â2½�·,¹E¶<· ¸/±Ü¸?·,¼

ö \ � Ó0�t\ � { � ¿:¹EÃ � Í \ � e�¶�·:À'½áÃÅÀ'½J¹\´¸h.Ó � Í \ � { ç e2Ã\¿,¶2²�À'½�¹\´¸h7¿:¹EÃ � Í \ � e�Ã\¿,¶�²\ä�Ã8·,Â�Â�´Ã»À'½�¹\´¸h�Î
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